Le 2 juillet 2001

Le foyer objet et le foyer image.


Si la mise au point n’est pas faite sur l’infini, une lentille possède deux foyers, qu’on peut désigner sous le nom de « foyer objet » et « foyer image ». Mais ceux-ci peuvent être intervertis. Pour éviter toute confusion, on les nommera donc ici « L1 » et « L2 », en assumant que le foyer « L2 » est toujours le plus éloigné, et que le foyer « L1 » est toujours supérieur à la focale « F ».


Ces formules s’appliquent aussi bien aux lentilles convergentes qu’aux miroirs concaves. La focale « F » d’un miroir concave vaut la moitié de son rayon de courbure « R », mais la focale de ce qu’on appelle ici une « lentille à miroirs » peut varier s’il y a plus d’un miroir actif : c’est la « focale effective » qu’il faut alors considérer. Par ailleurs, les distances « L1 » et « L2 » peuvent être mesurées aussi bien à partir du miroir qu’à partir du centre de courbure, mais dans le cas des systèmes sphériques et concentriques il vaut mieux se référer au centre de courbure parce que cette approche permet d’évaluer le rayon de courbure du champ et l’ouverture relative effective.

Un exemple. 

Prenons comme exemple une lentille ou un miroir dont la pupille d’entrée vaut 50 mm et la focale, 300 mm. On aura : 300 / 50 = ƒ/ 6. Si un objet est situé à 1200 mm sur l’axe, l’image de cet objet se formera à 400 mm. Cette image sera à l’envers et réduite trois fois. Si l’objet est placé à 400 mm, son image se formera à 1200 mm et elle sera agrandie trois fois. On parle de « grandissement » car le terme « agrandissement » s’applique aux objets dont l’image agrandie est comparée à celle qui est observée à l’œil nu. Ce grandissement « X » pourrait être inférieur à 1 si l’image de l’objet était réduite, mais c’est exclu ici puisque nous avons admis que L2 était toujours supérieur à L1.

ƒ = F / D



ƒ :  Ouverture relative

ƒ = 6  ou  ƒ/ 6

300 / 50

F = D * ƒ



F :  Focale


F = 300 mm

50 * 6

D = F / ƒ



D :  Diamètre


D = 50 mm

300 / 6

L1 = L2 * F / (L2 - F)


L1 :  Foyer primaire

L1 = 400 mm

L1 = F / (X + F) 

L1 = L2 / X 

L2 = L1 * F / (L1 - F)


L2 :  Foyer secondaire
L2 = 1200 mm

L2 = F * (X + 1) 

L2 = L1 * X






Première formule de Descartes :
1 / F  =  1 / L1  +  1 / L2

F = 1 / ( (1 / L1) + (1 / L2) )

F = X * L1 / (X + 1)


F - Focale


F = 300 mm

F = L2 / (X + 1) 









Deuxième formule de Descartes :
X = L2 / L1

X = L2 / L1 

X = (L2 - F) / F


X - Grandissement

X = 3

X = F / (L1 - F)

Formules usuelles (suite).
Les lentilles divergentes et les miroirs convexes.

Si la lentille est divergente, sa focale est négative. Dans le cas d’un miroir convexe, toutes les valeurs doivent être négatives, ce qui permet de traiter ces miroirs dans un programme d’ordinateur comme s’il s’agissait d’un miroir concave. Même le grandissement « X » sera négatif. L’image est alors dite « virtuelle », ce qui signifie qu’elle ne peut pas être projetée sur un écran. Ceci n’empêche pas les formules indiquées à la page précédente de s’appliquer. Il y a une exception : l’une des valeurs L1 ou L2 doit demeurer positive (L2 / - L1 = - X) puisque seul, un foyer est « virtuel ».

Le miroir secondaire convexe d’un télescope de Cassegrain peut être évalué facilement avec les mêmes formules : il suffit de considérer que l’image située au foyer du miroir primaire est sur le foyer « F1 ». Si on souhaite obtenir un grandissement « X » de -3 fois, la focale « F » du miroir secondaire devra être calculée selon la formule :  F = 1 / ( (1 / L1) + (1 / L2) ). Prenons un exemple : si L1 = - 300, on aura alors L2 = 900 (positif : l’image est réelle) et donc F = - 450. On a vu que le rayon de courbure valait le double, et celui du miroir convexe devra donc valoir : - 900 mm.

Les ordinateurs.


Les ordinateurs sont si faciles à programmer et ils donnent des résultats avec tellement de brio qu’ils forcent l’admiration. Par calcul itératif, ils arrivent à évaluer quatre variables à la fois. Par exemple, un rayon lumineux parvenant au secondaire d’un Cassegrain aboutit en un point qui n’est pas connu au départ ni par sa flèche « sag » ni par sa hauteur « h » ni par sa distance de l’axe sur un plan donné ni sur le plan perpendiculaire. Dans une « boucle », l’ordinateur calcule une valeur approchée de « h » pour évaluer « sag », il ajuste les deux autres variables en conséquence et il précise à nouveau « h » selon le résultat. Il faut en général moins de dix itérations pour arriver à une précision de seize chiffres significatifs, ce qui est hallucinant.

Les ordinateurs sont devenus tellement rapides qu’il calculent jusqu’à 100 000 rayons pour un Newton en moins d’une seconde. Ceci produit un diagramme d’une très grande qualité. Autrefois, il n’était pas question de calculer 100 000 rayons sous peine d’y passer sa vie. C’est pourquoi les opticiens avaient mis au point des formules capables d’évaluer les aberrations.

Les manuels d’optique continuent de citer ces formules de nos jours ; pourtant, même si l’ordinateur n’en fait qu’une bouchée, on devrait reconnaître qu’elles sont devenues obsolètes. Elles n’ont tout simplement plus leur raison d’être. Pour les remplacer on peut mettre au point des algorithmes d’une simplicité étonnante, par exemple pour trouver le point sans coma du Cassegrain Ritchey-Chrétien. Ces algorithmes affichent un résultat, ce qui est très bien. Mais ce qui est extraordinaire, c’est qu’ils le vérifient, ce qu’une formule ne peut pas faire.

La constante de Schwarzschild.

Une parabole ne convient pas si le foyer « L2 » n’est pas à l’infini. Pour évaluer la conique ou section de cône (ici, c’est une ellipse allongée dite « prolate », qui se situe entre la sphère et la parabole)  nécessaire pour que l’aberration de sphéricité soit nulle, Karl Schwarzschild a mis au point une constante « CS » qui vaut :

CS =  - ( (X - 1) / (X + 1) ) 2

CS - Constante de Schwarzschild.
CS =  - 0,25


Ici, la CS vaudra  25 % d’une parabole (qui vaut - 1, la sphère valant 0).

Formules usuelles (suite).
La constante de Schwarzschild (suite).

Il existe d’autres moyens pour évaluer les coniques, mais la formule de Schwarzschild est très utile dans un programme d’ordinateur parce que c’est une formule passe-partout qui peut évaluer aussi bien les hyperboles (de - ∞ à - 1), les paraboles (- 1), les ellipses allongées (de - 1 à 0), les sphères (0) et enfin les ellipses aplaties (de 0 à + ∞). Une fois en possession de cette formule, il devient possible de connaître la valeur de la flèche « sagitta » ou plus simplement  « sag » :

sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 - (h2 / R2) * (CS + 1))))


Cette formule a aussi l’énorme avantage de permettre les rayons de courbure négatifs et donc d’évaluer tout aussi bien le secondaire convexe des Cassegrain. La valeur « R » est le rayon de courbure du miroir, mais il faut bien comprendre qu’il s’agit plus précisément du rayon de la sphère de référence, comme on le montre ci-dessous. La valeur « h » est la « hauteur », c’est à dire la demi-corde de l’arc, ou plus simplement la distance de l’axe.







Normalement, la valeur « h » ne peut pas être supérieure au rayon de courbure « R » de la sphère de référence. Mais on constate que c’est possible dans l’exemple montré ci-dessus. Encore une fois, la formule de Schwarzschild évite que l’ordinateur ne retourne un message d’erreur : on devrait donc y penser à deux fois avant de recourir à une autre méthode.  


Ceux qui vérifient la courbure d’un miroir de télescope au moyen de l’appareil de Foucault doivent utiliser cette formule si le miroir ne doit pas être paraboloïde. Ce serait par exemple pour vérifier le miroir d’un Cassegrain Dall-Kirkham, le plus recommandable pour les amateurs. Dans ce cas, le centre de courbure réel du miroir pour une flèche « sag » donnée varie selon la formule : 

 =  CS * sag


Mais puisque la plupart des appareils de Foucault utilisent une source lumineuse fixe, cette valeur doit être doublée. Si la flèche « sag » vaut 3 mm sur la dernière zone du masque de Couder, une ellipse valant  0,75 y provoque un déplacement du couteau de : + 0,75 * 3 * 2 = 4,5 mm.   

Formules usuelles (suite).
Formules  usuelles  pour  les  télescopes.

Prenons comme exemple un Newton 200 mm  ƒ/ 6 : 

ƒ = F / D


ƒ - Ouverture relative

ƒ = 6  ou ƒ/ 6

F = D * ƒ


F - Focale


F = 1200 mm

D = F / ƒ


D - Diamètre


D = 50 mm

R = 2 * F


R - Rayon de courbure
R = 2400 mm

Fo = F / A


Fo - Focale de l’oculaire
F =  de 6 à 42 mm environ.

A  = F / Fo


A - Agrandissement

A = de 28 à 200 fois environ.

Diamètre du disque d’Airy :
2,44 *  * (F / D)  ou  2,44  ƒ avec  = 0,000555 mm pour le vert.





Plus simplement, ƒ * 4 / 3 en microns : ici, 6 * 4 / 3 = 8 microns.





Résolution maximum d’un miroir (limite de Dawes) : 42 % du disque.

Résolution pour une distance « L » : L / D = 2,77 mm à 1 km.

Diamètre moyen de l’image de la lune:  0,00927 * F       0,00927 * 1200 = 11,12 mm

Diamètre de la pupille de sortie : Fo / ƒ  ou encore :
D / A 

Agrandissement maximum normal:  A = D    ou    Fo = ƒ , donc avec une pupille de sortie de 1 mm.

Normalement, l’agrandissement devrait être à peu près égal au diamètre du miroir, en millimètres. C’est arbitraire mais assez juste ; il faut ajouter que personne ne s’entend là-dessus et que tout dépend de la situation. Dans notre exemple, la focale de l’oculaire devrait être voisine de 6 mm. Or un oculaire de 6 mm est imprécis et inconfortable : l’ouverture ƒ/ 20 conviendrait mieux.  

Luminosité maximum:   A = D / 7   ou    Fo = 7 * ƒ, donc avec une pupille de sortie de 7 mm.

Le diamètre de la pupille de notre œil peut atteindre 7 mm, parfois 8. L’agrandissement doit être 7 fois moindre que ci-dessus pour une scène faiblement éclairée, donc 28 fois seulement dans notre exemple. On obtient aussi un plus grand angle de champ. C’est utile pour l’observation des comètes, des nébuleuses, et pour repérer plus facilement les objets célestes. Mais s’il y a trop de lumière, avec la lune par exemple, notre pupille se ferme et son diamètre peut approcher celui de l’obstruction causée par le miroir secondaire. Dans ce cas, il vaut mieux agrandir davantage.

Diamètre du miroir secondaire: en visuel, 20 % du primaire environ, soit 40 mm ici.

La distance maximum du miroir secondaire correspond au taux d’obstruction, soit 20 % de la focale. Il devrait donc être à un peu moins de 240 mm du champ. Il ne faut pas trop s’approcher de ce maximum à moins que l’alignement soit parfait. En photographie, la distance « Ls » entre le secondaire et le champ, pour un diamètre de miroir « Ds » dépend du diamètre du champ « Dc » à récupérer (avec D et F du primaire). Avec le format 24 x 36 mm le champ vaut 42 mm, mais on peut n’en sauvegarder que 35 mm à 100 %. Un Cassegrain agrandit le champ, qu’il faut réduire en conséquence puisqu’il s’agit du champ au foyer primaire. 

Distance maximum: 

Ls = F * (Ds - Dc) / (D - Dc)

Diamètre minimum: 

Ds = Ls * (D - Dc) / F + Dc

Champ récupéré à 100%:
Dc = (Ds * F) - (D * Ls) / (F - Ls)

Formules usuelles (suite)   -   Le miroir sphérique.



Pour calculer le trajet d’un rayon lumineux, il faut considérer que la surface où il touche le miroir est plane et qu’elle est inclinée d’un angle correspondant au rayon de courbure « R » moins la flèche « sag » (du latin « sagitta »). L’angle d’inclinaison varie selon la hauteur « h » qui correspond à la distance de l’axe. La règle de base est bien connue: « l’angle du rayon réfléchi est égal à l’angle du rayon incident ». Un rayon qui provient de l’infini et qui est parallèle à l’axe est donc dévié selon angle qui vaut le double de l’angle d’inclinaison « y3 » du miroir.


Un miroir sphérique produit une aberration appelée « aberration de sphéricité ». Au lieu de croiser l’axe à une distance égale à la focale du miroir, le rayon montré ci-dessus le croisera en un point « L » dont la distance sera plus courte que la focale. Il traversera le plan focal en un point « P » qui ne sera pas sur l’axe, contrairement au miroir paraboloïde. En pratique, on obtient le cercle de moindre confusion en prenant comme focale réelle celle indiquée par un rayon parallèle à l’axe et distant de cet axe d’une valeur « h » valant 0,866 du demi-diamètre du miroir. Ce chiffre correspond au sinus de 60 degrés, ou  / 3 en radians. La flèche d’une surface convexe ne peut pas être calculée avec la formule ci-dessus parce que le rayon est négatif. On peut contourner ce problème en modifiant la formule de Schwarzschild (voir plus loin) :  sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 – (h2 / R2))))

Formules usuelles (suite)   -   Le miroir paraboloïde.


Dans une parabole, la Constante de Schwarzschild « CS » vaut -1. Le centre de courbure réel pour une distance de l’axe donnée « h » est plus loin que le centre de courbure de la sphère de référence. La distance additionnelle est la valeur delta «  ». Toutes les sections de cône peuvent être établies à partir d’une sphère de référence, et cette valeur delta vaut  toujours :   = - CS * sag.  Or la CS de la parabole vaut  -1. On a    =  - - 1 * sag , soit  + 1 * sag  et  donc  = sag.


Normalement, il faudrait calculer l’angle « y3 » ainsi:  y3 = ATN(h / (R - sag + ) ). Mais puisque  = sag  on a plus simplement  y3 = ATN(h / R). L’angle « y3 » variant uniquement selon « h », la parabole réfléchit les rayons lumineux parallèles à l’axe exactement au foyer du miroir, mais il se produit de la  coma et de l’astigmatisme si les rayons proviennent d’un angle différent.


La flèche « sag » est plus courte dans un parabole que dans la sphère de référence mais la différence est très faible dans le cas d’un miroir de télescope. Si l’ouverture relative du miroir est inférieure à ƒ/ 1 elle devient beaucoup plus évidente. Dans le test de Foucault on mesure la valeur delta «  », qui doit être doublée si la source lumineuse est fixe. C’est parce qu’au voisinage du centre de courbure d’un miroir concave, le déplacement d’un objet (ici, la fente lumineuse) produit un déplacement de son image dans la direction opposée.

Formules usuelles (suite)   -   L’ellipse et l’hyperbole


Karl Schwarzschild, ce géant de l’optique des miroirs, a mis au point une formule passe-partout permettant de calculer la flèche « sag » de toutes les coniques:

sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 - (h2 / R2) * (CS + 1))))


Cette formule peut sembler complexe, mais une fois qu’elle a été inscrite dans un programme d’ordinateur, elle devient poème. La valeur delta vaut  toujours :  = - CS *sag. Pour un ellipsoïde allongé, la CS varie de 0 à -1. Dans un ellipsoïde aplati, la CS est supérieure à 1. Le centre de courbure réel pour une distance de l’axe donnée « h » est donc situé moins loin que le centre de courbure de la sphère de référence. La valeur «  » est alors négative. Avec l’appareil de Foucault, on peut donc s’attendre à trouver des lectures plus près du miroir et non plus loin.


L’angle « y3 » se calcule toujours ainsi: y3 = ATN(h / (R - sag + )). Ce calcul est valable pour tous les miroirs, même pour les miroirs sphériques ou paraboloïdes. Les ellipsoïdes et les hyperboloïdes produisent de l’aberration de sphéricité. La focale exacte, qui permet de repérer le cercle de moindre confusion s’établit dans tous les cas selon une « zone neutre », qu’on peut évaluer selon h  = 0,866 * (D / 2), « D » étant le diamètre du miroir (0,866 est le sinus de  / 3).

Formules usuelles   -   Le miroir ellipsoïde ou hyperboloïde.





Voici les principales relations entre les valeurs d’une ellipse, avec un exemple :

X = L2 / L1





X = 13,9282
Grandissement.

 = sin (angle)


 = v / c

 = 0,5

Vitesse absolue selon Lorentz.

g = ( X - 1) / (X + 1)

g = cos (angle)
g = 0,866025

g = SQR (1 -  2)




g = 0,866025
Transformation de Lorentz.

 = 1 / g 


 = 1,1547

Facteur gamma (Albert Einstein et la Relativité).

angle = arc sin (Lar / Lon)
angle = arc cos (g)
angle = 30°
Angle de référence.

CS = - g 2


CS = - 0,75

Constante de Schwarzschild (ellipse allongée).

CS = - (cos (angle)) 2 

CS = K2 - 1 

Constante de Schwarzschild (ellipse allongée).
CS = (1 / K) 2 - 1

CS =  + 3

Constante de Schwarzschild (ellipse aplatie).

K = 



K = sin (angle) 
K = 0,5
  Constante universelle.

K = Lar / Lon


K = SQR (CS + 1) 
La CS est celle de l’ellipse allongée.

Lon = Lar / K


Lon = 2 Ral / K2
Lon = 1000
  Longueur de l’ellipse (exemple).

Lar = Lon * K


Lar = 2 Ral / K 
Lar =  500
  Largeur de l’ellipse.

L1 = L2 * Fal / (L2 - Fal)
L1 = L2 / X

L1 = 66,9873
  Distance du premier foyer.

L2 = L1 * Fal / (L1 - Fal)
L2 = L1 * X 

L2 = 933,0127
  Distance du deuxième foyer.

Ral = Rap * K3   (ou  Lon * K2 / 2)
Ral = 125
Rayon du cercle de référence (ellipse allongée).

Fal = Ral / 2



Fal = 62,5
Focale du miroir sur l’ellipse allongée.

Rap = Ral / K3    (ou  Lon / 2K)
Rap = 1000
Rayon du cercle de référence (ellipse aplatie).

Fap = Ral / 2



Fap = 500
Focale du miroir sur l’ellipse aplatie.

Rc = Lon / 2



Rc = 500
Rayon du cercle circonscrit. 

sag = Rc - SQR(Rc2 - (h / K) 2)
Flèche (sagitta) en un point de l’ellipse allongée.
h = K * SQR(Rc2 - (Rc - sag) 2)
Hauteur (demi-corde) en un point de l’ellipse allongée.
sag = K * (Rc - SQR(Rc2 - h2))
Flèche en un point de l’ellipse aplatie.
h = SQR(Rc2 - (Rc - (sag / K))2)
Hauteur en un point de l’ellipse aplatie.

sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 - (h2 / R2) * (CS + 1))))
Flèche. Utiliser la CS de l’ellipse concernée.

Formules usuelles  -  Calcul d’une lentille (entrée d’un rayon).





On a ici la face convexe d’une lentille, dont le rayon de courbure est positif vu de la gauche, d’où provient la lumière. Cette convention est nécessaire si le calcul est effectué par trigonométrie. Ainsi, le calcul fonctionne aussi avec une surface concave, dont le rayon est négatif. Ci-dessus, le vecteur a un angle positif s’il est dirigé vers le haut, et négatif s’il est dirigé vers le bas. Les points situés au-dessus de l’axe sont positifs. Ici, le point « P » et le point « h » sont donc négatifs. La distance « L » du dernier miroir ou de la dernière lentille (dont il faut soustraire la flèche « sag ») est connue, ainsi que l’angle d’arrivée « y » du rayon. Il faut faire un calcul itératif pour déterminer la flèche et la valeur « h ». L’indice de réfraction du verre pour chaque couleur est donné par le manufacturier. L’indice de réfraction normal de l’air vaut 1,00029. La loi de Willebrord Snell s’écrit : Sin(e) / Sin(e’) = n’ / n.  Les valeurs « e » et « e’ » sont les angles incidents et réfractés. « n » et « n’ » sont les indices de réfraction de l’air et du verre. Les surfaces sont sphériques.

P = (L - sag) * tan (y) + h



Impact sur le plan de la lentille.

h = P






Provisoire, pour la flèche « sag » ci-dessous.

sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 – (h2 / R2))))   
Il faut répéter ce calcul environ 10 fois ou 

h = P + (sag * tan (y) )


jusqu’à ce qu’il se stabilise (calcul itératif).

y3 = arc tan (h / (R – sag))



Angle du centre de courbure (négatif ici).

y2 = y + y3





Angle du rayon incident (négatif ici).

siny4 = 1,00029 * Sin(y2) / indice


Le sinus de « y4 » selon Snell. La fonction 

y4 = arc tan(siny4 / SQR(1 – (siny4)2 ) )

arc sin est :  arc tan (angle / SQR(1 - angle2 ) )

y4 = arc sin(1,00029 * Sin(y2) / indice)

Raccourci si la fonction arc sin est disponible.

y = y4 – y3  





Angle du rayon utilisable à la surface suivante. 

Formules usuelles  -  Calcul d’une lentille (sortie d’un rayon).















Les calculs de la page précédente ont donné l’angle « y » indiqué ci-dessus à gauche, qui correspond au trajet d’un rayon lumineux à l’intérieur de la lentille. On connaît aussi les valeurs « h » et « sag » qui concernent l’autre surface de la lentille. On peut répéter strictement les mêmes calculs qui sont indiqués à la page précédente. On obtient la valeur « P » qui est la distance de l’axe sur le plan de la nouvelle surface. Comme à la page précédente, l’ordinateur doit effectuer un « calcul itératif » dans une boucle pour obtenir les nouvelles valeurs « h » et « sag » jusqu’à ce que le résultat se stabilise. Un calcul itératif signifie qu’il faut répéter les équations à plusieurs reprises pour préciser les valeurs. On peut fixer le nombre d’itérations à 10 par défaut pour éviter le processus nécessaire pour vérifier si la stabilisation a eu lieu. L’expérience montre qu’il en faut très peu, mais il en faut plus si les angles « y » et « y3 » sont très grands. Noter que l’angle « y » ci-dessus est positif alors que « y3 » est négatif. On a donc : y2 = y + y3  (y2 est négatif).  

Le calcul des angles est identique à celui de la page précédente, mais puisqu’on passe d’un milieu plus dense à un milieu moins dense, la formule de Snell est inversée. On a vu que la fonction « arc sin » pouvait être créée ainsi : arc tan (angle / SQR(1 - angle2 ) ). On peut avantageusement inverser l’indice d’une surface à l’autre (1 / indice), ce qui permet d’utiliser le même algorithme aussi bien à l’entrée qu’à la sortie de la lentille.

siny4 = sin (y2) * indice / 1,00029


La variable « siny4 » vaut le sinus de « y4 » et

y4 = arc tan (siny4 / SQR(1 – (siny4)2 ) )

permet d’éviter de créer la fonction arc sin.

y4 = arc sin (sin(y2) * indice / 1,00029)

Raccourci si la fonction arc sin est disponible

Formules usuelles   -   Calcul simplifié d’un miroir.





Ci-dessus, on voit comment l’angle du rayon incident ou réfléchi peut être connu en faisant pivoter le plan sur l’axe indiqué, d’un angle donné. Les fonctions trigonométriques supposent que l’hypoténuse d’un triangle rectangle vaut 1. Par exemple, le sinus de 60° indique que le côté opposé à cet angle vaudra 0,866 fois l’hypoténuse. Il n’est donc pas nécessaire de connaître sa valeur.

Dans le triangle « ABC » montré à gauche, l’angle « y1 » vaut : arc tan (AB / BC). Supposons qu’on le fait pivoter sur l’axe indiqué, d’un angle donné.

L’angle « y2 » vaut : y2 = arc tan (DE / CE).

Or :
DE = AB = sin (y1)

BC = cos (y1)

CE = BC * cos (angle)

Donc 
y2 = arc tan (sin (y1) / (cos (y1) * cos (angle)).

Puisque le sinus divisé par le cosinus du même angle donne la tangente, on obtient la formule indiquée plus haut. Si le miroir primaire d’un télescope n’est pas précédé d’un correcteur, le calcul est relativement simple. Le programme établit un grand nombre de points répartis uniformément sur le miroir, selon les coordonnées « y » notées AB  et « z » notées BC. Dans un espace en trois dimensions, on réserve les valeurs « x » du système de Descartes pour les distances entre les éléments. Sur un plan « y » présumé horizontal, on montre la valeur « AB » et les angles notés « y », alors que sur l’autre plan « z » présumé vertical, on montre la valeur « BC » et les angles notés « z ». La distance de l’axe « h » = SQR (AB2 + BC2) servira à établir la valeur de la flèche « sag » :


Formules usuelles  -  Calcul simplifié d’un miroir (suite).
Comme on l’a vu à la page précédente, les coordonnées « AB » et « BC » sont connues. On connaît aussi l’angle de champ, noté « u » ici. Il n’est visible que sur le plan « y ». On présume que la lumière provient de côté, de manière à ce que l’angle « z » de départ soit nul. Puisque la source est à l’infini, les rayons sont parallèles.

h  =  SQR (AB2 + BC2)


Hauteur sur l’axe. SQR est la racine carrée.

sag  =  h2 / (R * (1 + SQR (1 - (h2 / R2) * (CS + 1)
Flèche (sagitta).

Rsd  =  R - sag - CS * sag


Rayon - flèche + delta: distance sur l’axe.

y3  =  arc tan (AB / Rsd)


Angle du point d’impact au centre de courbure réel.

BD  =  rsd / cos (y3)



Hypoténuse, perpendiculaire à l’axe servant de pivot.

z3  =  - arc tan (BC / BD)


Angle réel (négatif) du centre de courbure.

z2  =  2 * z3 




Angle du rayon réfléchi du plan « z » (z = 0)

z4  = u - y3




« y3 » est soustrait de l’angle de champ.

y4  =  arc tan (tan (z4) / cos (z2) )

Pivoter. Les deux angles semblent égaux.

y  =  y4 - y3




Angle de sortie du plan « y ».

z5  =  arc tan (tan (z2) * cos (y4) )

Pivoter.

z  =  arc tan (tan (z5) / cos (y) ) 

Pivoter. Angle de sortie du plan « z ».

Toute l’astuce consiste à incliner le plan de manière à y inclure le point d’impact et le centre de courbure. Les rayons incident et réfléchi, même s’ils sont inclinés, y sembleront alors égaux. On obtient une meilleure compréhension de ce calcul en bricolant une maquette. Un panneau vertical sur lequel on a collé deux triangles rectangles identiques qui représentent les rayons incident et réfléchi suffit. Le panneau vertical doit montrer l’axe allant du point d’impact au centre de courbure, et qui doit être situé à mi-chemin entre les deux rayons. Le calcul de la page suivante est un peu plus complexe. Ceux qui voudront y comprendre quelque chose feraient bien de commencer par maîtriser les éléments présentés ici.

On peut faire remarquer qu’il existe un grand nombre de méthodes de calcul possibles. Si quelqu’un souhaite vraiment mettre au point son propre programme, il devrait y arriver sans trop de difficulté en s’inspirant des indications données ici, mais il devrait suivre le cheminement que son propre raisonnement lui indique. Une maquette à l’échelle avec les angles et les distances correctes se révélera indispensable. Toute anomalie dans les résultats sera alors beaucoup plus facile à repérer.

Les angles de sortie « y » et « z » permettent de savoir à quel endroit du plan focal le rayon aboutira. Il suffit de faire en sorte que le programme place un point sur l’écran selon les coordonnées. Si le miroir est paraboloïde, les points dans leur ensemble devraient produire le schéma  familier de la coma. Autrement, on constatera qu’il se produit de l’aberration de sphéricité. 

Le « Telescope Optics » (page 255) suggère le calcul classique qui fait intervenir l’algèbre et les trois coordonnées x, y et z, qui nous viennent aussi de l’illustre Descartes. Cette approche semble au moins aussi complexe que celle utilisée ici. Un peu cavalièrement, les auteurs prétendent que la trigonométrie est « lente et imprécise », sans doute sans l’avoir utilisée : un ordinateur de 300 MHz peut calculer cent mille points en moins d’une seconde, avec une précision stupéfiante. 

Formules usuelles (suite)  -  Calcul d’un miroir.

L’algorithme ci-dessous permet de calculer une suite de miroirs concaves ou convexes :

Py = L * tan (y) + AB


Les valeurs sont celles de l’élément précédent. 

Pz = L * tan (z) + BC


« Py » et « Pz » : impact sur le plan du miroir.

h = SQR (Py2 + Pz2)


Provisoire, selon Pythagore.

sag = h2 / (R * (1 + SQR(1 - (h2 / R2) * (CS + 1)   Flèche pour les coniques. 

AB = Py - sag * tan (y)
« h » correspond à AC montré ci-dessus, AB et BC

BC = Pz - sag * tan (z)
étant les coordonnées. Ce calcul est itératif et précise 

h = SQR (AB2 + BC2)
quatre inconnues à la fois.

Rsd = R - sag - CS * sag

La valeur « Rsd » correspond à R - sag + delta.

y3 = arc tan (AB / Rsd)

Angle du centre de courbure vu du plan « y ».

AD = Rsd / cos (y3)


Le plan pivote sur l’axe perpendiculaire à AD et comprenant 






le centre de courbure, jusqu’à inclure le rayon lumineux.

y4 = y - y3



Angle du rayon incident vu du plan « y » et rapporté à AD.

v1 = arc tan (tan(z) * cos(y) ) 
Angle réel identifié par « v ». La formule permet de savoir la 

v2 = arc tan (tan (v1) / cos (y4) )
valeur d’un angle incliné d’un autre angle.

v3 = arc tan (BC / AD)

Angle réel rapporté au centre de courbure vu du plan incliné.

v4 = arc tan (tan (y4) * cos (v2) )
Angle réel du rayon incident avant redressement.

v5 = v2 - 2 * v3


Angle réel du rayon réfléchi avant redressement.

y6 = arc tan (tan (v4) / cos (v5) ) 
Angle réfléchi du plan « y » après redressement.

y  = y6 - y3



L’angle de sortie « y » est enfin obtenu.

z5 = arc tan (tan (v5) * cos (y6) ) 
Angle réfléchi du plan « z » après redressement.

z  = arc tan (tan (z5) / cos (y) ) 
L’angle de sortie « z » peut être connu grâce à l’angle « y ». 

Formules usuelles (suite)  -  Notions  de  trigonométrie.



La trigonométrie appliquée aux miroirs et aux lentilles donne des résultats rapides et précis dans un programme d’ordinateur. Essentiellement, il s’agit d’attribuer des valeurs à des variables, pas à pas, dans l’ordre requis. Une fois que le code a été mis au point, il peut être reproduit facilement et adapté à un besoin particulier. Si les angles sont exprimés en radians, le chiffre «  » vaut 180° et donc  / 2 vaut 90°. Les angles et les côtés des triangles peuvent être négatifs pour évaluer les valeurs sous l’axe. On peut suivre le trajet d’un rayon lumineux sur un seul plan, et alors les calculs sont relativement simples. Ceci permet de savoir le diamètre des éléments, l’endroit où se formera l’image, etc. On peut même mesurer la coma avec seulement trois rayons. Mais le calcul d’un diagramme complet demande plusieurs milliers de rayons et doit se faire dans un espace en trois dimensions. On donne ici les éléments de base, qu’il faut bien maîtriser.

AB = AC * sin(y3)

BC = AC * sin(y4)

AC = AB / sin(y3)

AB = AC * cos(y4)

BC = AC * cos(y3)

AC = AB / cos(y4)

AB = BC * tan(y3)

BC = AB * tan(y4)

AC = BC / sin(y4)

AB = BC / tan(y4)

BC = AB / tan(y3)

AC = BC / cos(y3)

AB = sqr(AC2 - BC2) 

BC = sqr(AC2 - AB2)

AC = sqr(AB2 + BC2)

AB = sqr(AC2 - (AC - sag)2 )
BC = AC - sag

AC = (AB2 + sag2) / sag / 2

h    = sqr(R2 - (R - sag)2 )
rsd = R - sag
(sphère)
R  = ( h2 + sag2) / sag / 2

y3 = arctan(AB / BC)

y4 = arctan(BC / AB)

Deg = Rad * 180 / 
y3 = arcsin(AB / AC)

y4 = arcsin(BC / AC)

Rad = Deg / 180 / 

y3 = arccos(BC / AC)

y4 = arccos(AB / AC)

4 * arctan(1)

y3 =  / 2 - y4


y4 =  / 2 - y3

Si le triangle n’est pas rectangle:

AC = AD * sin(y5) / sin(y3)

AD = AC * sin(y3) / sin(y5)


    loi des sinus.

AC = CD * sin(y5) / sin(y6)

AD = CD * sin(y3) / sin(y6)

CD = AD * sin(y6) / sin(y3)

AD2 = CD2 + AC2 - (2 * CD * AC * cos(y3) ) loi des cosinus.

CD = AC * sin(y6) / sin(y5)

BC = (CD2 + AC2 - AD2) / (2 * CD)       via la loi des cosinus.
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sag





R





Ellipse allongée.





Sphère de référence.





Axe.
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Axe du miroir.





 


    sag = R - SQR(R2 - h2 )


    h = SQR(R2 - (R - sag)2 )


    R = (h2 + sag2 ) / sag / 2


y3 = ATN(h / (R - sag))


    y4 = y3


y5 = y3 + y4


    L = h / TAN y5 + sag


    f  = R / 2


    P = (f - sag) * tan y5 - h





F





Plan focal.





y5





Le rayon incident et le rayon réfléchi sont tangents à une


même sphère dont


le centre coïncide


avec le centre de


courbure du miroir.





Trajet d’un rayon lumineux.





Centre de courbure.





L





P





y3





y4





f





R : rayon de courbure du miroir.





h





sag
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y5





     


      sag =  h2 / (2 * R)


      h = SQR(R * sag * 2)


      R = h2 / (2 * sag)


       = sag


y3 = ATN (h / R)


      y4 = y3


      y5 = y3 + y4


       f = R / 2


       f = h / TAN y5 + sag





y5





Centre de


courbure réel.





 





Trajet d’un rayon lumineux.





Centre de courbure de la sphère de référence.





F





y3





y4





f





R : rayon de courbure de la sphère de référence.





h





sag





y5
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    = - CS *  sag


 y3 = ATN(h / (R - sag + ))


y4 = y3


    y5 = y3 + y4


    L = h / TAN y5 + sag


    CS =  0  sphère.


    CS = -1  parabole.


    CS < -1  hyperbole.





y5





Centre de


courbure réel.











Trajet d’un rayon lumineux.





Centre de courbure de la sphère de référence.





y3





L





R





h





sag





y5





y4
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h (apl.)





Point sur l’ellipse.





sag (all.)





Foyer 2.





Foyer 1.





L2





L1





Axe.





Ellipse aplatie.





Ellipse allongée.





Longueur.





Largeur.





Cercle de référence de l’ellipse allongée (prolate).





Cercle de référence de l’ellipse aplatie (oblate).





h (all.)





sag (apl.)
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Rayon incident.





y2





P





P





h





sag





R - sag





y (nouvel angle)





y3





y





y4





Centre de courbure





R





Axe





Trait parallèle à l’axe et passant par le point d’impact.





Surface considérée plane.
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sag





Trait parallèle à l’axe et passant par le point d’impact.





Rayon incident.





(sortie)	    y





P





P





h





R - sag





y2





y3





y    (départ)








y4





Centre de courbure





R





Axe





Surface considérée plane.
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D





E





Le triangle pivote sur cet axe.





Le triangle pivote sur cet axe.





y2





y1





Si l’axe est perpendiculaire, il faut inverser :





y2 = arc tan (tan (y1) * cos (angle) )


y1 = arc tan (tan (y2) / cos (angle) )








« y1 » est réel et « y2 » est apparent.





y2 = arc tan (tan (y1) / cos (angle) )


y1 = arc tan (tan (y2) * cos (angle) )
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y2





B





y1





C





A





B





Axe.





Centre de


courbure.





Point d’impact.





Plan « y ».
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Rsd
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h





h





Point d’impact du rayon.





Point d’impact du rayon.





Rayon incident et rayon réfléchi vus du plan « y ».





Rayon incident et rayon réfléchi vus du plan « z ».





A





C





B





Plan « z », indiquant les distances « L » et « BC » ainsi que les angles  notés « z ».








Plan « y ». Les axes correspondent aux valeurs « x » et « y » du plan cartésien, ici aux distances « L » et « AB ». Les angles sont identifiés par la lettre « y ». Voir pages 5 et 11 les notions de base.
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y6





y5





3





7





3





D





y3





y4





4,24





5





4





B





C





A





90°





sag = 1





AB = 3	hauteur « h »


BC = 4		rsd (sphère)


AC = 5	rayon « R »


sag = 1		flèche (sagitta)





BD = 3	y3 = 36,87° 	


AD = 4,24 	y4 = 53,13°


CD = 7	y5 = 45°


		y6 = 98,13°














